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前回まで　(
4 1

−3 0

) (
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

1,︸︷︷︸
固有値

(
4 1

−3 0

) (
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

3︸︷︷︸
固有値

をまとめて(
4 1

−3 0

)(
t1 t2

−3t1 −t2

)
=

(
t1 t2

−3t1 −t2

)(
1 0
0 3

)

記号 AU = UΛ

と表します.

A = UΛU−1. ◀ AU = UΛの両辺に右からU−1を掛ける.

An = UΛU−1U︸ ︷︷ ︸
I

ΛU−1U︸ ︷︷ ︸
I

ΛU−1 · · ·UΛU−1U︸ ︷︷ ︸
I

ΛU−1U︸ ︷︷ ︸
I

ΛU−1

= UΛnU−1.
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今回　
(

4 1
−3 0

)n
の計算

　Uの逆マトリックス U−1 の求め方　　　　　 ⋆ 本書 pp.456− 457

　U, Λn, U−1 の積の計算　　　　　　　　　　⋆ 本書 pp.457− 458
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　U =

(
t1 t2

−3t1 −t2

)
の逆マトリックスを

U−1 =

(
x11 x12
x21 x22

)
とおくと (

t1 t2
−3t1 −t2

)(
x11 x12
x21 x22

)
=

(
1 0
0 1

)
です.

問題1　左辺のマトリックスの積を求めて, x11, x21, x12, x22 について
　　　　連立方程式を立ててください.
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解　二つのマトリックスを掛ける計算
　　左側はヨコ方向の数の並びと見ます.右側はタテ方向の数の並びと見ます.

　　　　　　　　　四つのスカラー積をつくります.　　　　⋆ 本書 pp.342− 343


t1 t2

−3t1 −t2


 x11

x21

x12
x22



(
t1 × x11 + t2 × x21 t1 × x12 + t2 × x22

−3t1 × x11 + (−t2)× x21 −3t1 × x12 + (−t2)× x22

)
=

(
1 0
0 1

)
.
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x11, x21, x12, x22 に関する連立方程式{
t1x11 + t2x21 = 1

−3t1x11 − t2x21 = 0

{
t1x12 + t2x22 = 0

−3t1x12 − t2x22 = 1

重要　どちらの連立方程式も同じ係数であることに着目します.

問題2　Cramerの方法でx11, x21, x12, x22を求めてください.

　⋆ 同じ係数だからx11, x21, x12, x22の分母は同じである.
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解
x11 =

∣∣∣∣ 1 t2
0 −t2

∣∣∣∣∣∣∣∣ t1 t2
−3t1 −t2

∣∣∣∣
=

−t2

2t1t2

= −
1

2t1
.

x12 =

∣∣∣∣ 0 t2
1 −t2

∣∣∣∣∣∣∣∣ t1 t2
−3t1 −t2

∣∣∣∣
=

−t2

2t1t2

= −
1

2t1
.

x21 =

∣∣∣∣ t1 1
−3t1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ t1 t2
−3t1 −t2

∣∣∣∣
=

3t1
2t1t2

=
3

2t2
.

x22 =

∣∣∣∣ t1 0
−3t1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ t1 t2
−3t1 −t2

∣∣∣∣
=

t1

2t1t2

=
1

2t2
.
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U−1 =


−

1

2t1
−

1

2t1
3

2t2

1

2t2

 .

t1 ̸= 0, t2 ̸= 0 に注意.

問題3　U−1U = I になることを確かめてください.

　⋆ UU−1 = I をみたす U−1 を求めたので,検算するときはU−1U = Iを確かめる.

　　U =

(
t1 t2

−3t1 −t2

)
.
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解　

U−1U =


−

1

2t1
−

1

2t1
3

2t2

1

2t2


(

t1 t2
−3t1 −t2

)

=


−

1

2t1
× t1 +

(
−

1

2t1

)
× (−3t1) −

1

2t1
× t2 +

(
−

1

2t1

)
× (−t2)

3

2t2
× t1 +

1

2t2
× (−3t1)

3

2t2
× t2 +

1

2t2
× (−t2)


=

(
1 0
0 1

)
.
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問題4　An = UΛnU−1 の右辺を計算してください.

　⋆ U =

(
t1 t2

−3t1 −t2

)
, Λ =

(
1 0
0 3

)
, U−1 =

 −
1

2t1
−

1

2t1
3

2t2

1

2t2

 .

　⋆ 結合法則が成り立つので, (UΛn)U−1とU(ΛnU−1)とのどちらでもよい.
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解　

An =

(
t1 t2

−3t1 −t2

)(
1n 0
0 3n

)
−

1

2t1
−

1

2t1
3

2t2

1

2t2



=

(
t1 3nt2

−3t1 −3nt2

)
−

1

2t1
−

1

2t1
3

2t2

1

2t2



=


3n+1 − 1

2

3n − 1

2
3− 3n+1

2

3− 3n

2

 .

　⋆ n = 1を代入して A =

(
4 1

−3 0

)
と一致することを確かめよ.
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Q1　(
4 1

−3 0

) (
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

1,︸︷︷︸
固有値

(
4 1

−3 0

) (
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

3︸︷︷︸
固有値

をまとめて(
4 1

−3 0

)(
t1 t2

−3t1 −t2

)
=

(
t1 t2

−3t1 −t2

)(
1 0
0 3

)
と表しましたが,固有ベクトルを並べる順序,固有値を並べる順序は決まっているの
でしょうか ?
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(
4 1

−3 0

) (
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t2

−t2

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

3,︸︷︷︸
固有値

(
4 1

−3 0

) (
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

=

(
t1

−3t1

)
︸ ︷︷ ︸
固有ベクトル

1︸︷︷︸
固有値

をまとめて(
4 1

−3 0

)(
t2 t1

−t2 −3t1

)
=

(
t2 t1

−t2 −3t1

)(
3 0
0 1

)

記号 AU = UΛ

と表しても An を求めることができます.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⋆ 本書 p.455
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　U =

(
t2 t1

−t2 −3t1

)
の逆マトリックスを

U−1 =

(
x11 x12
x21 x22

)
とおくと (

t2 t1
−t2 −3t1

)(
x11 x12
x21 x22

)
=

(
1 0
0 1

)
です.

問題5　左辺のマトリックスの積を求めて, x11, x21, x12, x22 について
　　　　連立方程式を立てて,Cramerの方法で解いてください.
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解　 (
t2x11 + t1x21 t2x12 + t1x22

−t2x11 − 3t1x21 −t2x12 − 3t1x22

)
=

(
1 0
0 1

)
.

x11, x21, x12, x22 に関する連立方程式{
t2x11 + t1x21 = 1

−t2x11 − 3t1x21 = 0

{
t2x12 + t1x22 = 0

−t2x12 − 3t1x22 = 1

重要　どちらの連立方程式も同じ係数であることに着目します.
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x11 =

∣∣∣∣ 1 t1
0 −3t1

∣∣∣∣∣∣∣∣ t2 t1
−t2 −3t1

∣∣∣∣
=

−3t1
−2t1t2

=
3

2t2
.

x12 =

∣∣∣∣ 0 t1
1 −3t1

∣∣∣∣∣∣∣∣ t2 t1
−t2 −3t1

∣∣∣∣
=

−t1

−2t1t2

=
1

2t2
.

x21 =

∣∣∣∣ t2 1
−t2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ t2 t1
−t2 −3t1

∣∣∣∣
=

t2

−2t1t2

= −
1

2t1
.

x22 =

∣∣∣∣ t2 0
−t2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ t2 t1
−t2 −3t1

∣∣∣∣
=

t2

−2t1t2

= −
1

2t1
.
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U−1 =


3

2t2

1

2t2

−
1

2t1
−

1

2t1

 .

t1 ̸= 0, t2 ̸= 0 に注意.

問題6　An = UΛnU−1 の右辺を計算してください.

　⋆ U =

(
t2 t1

−t2 −3t1

)
, Λ =

(
3 0
0 1

)
, U−1 =

 3

2t2

1

2t2

−
1

2t1
−

1

2t1

 .

　⋆ 問題4と一致することを確かめよ.
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解　

An =

(
t2 t1

−t2 −3t1

)(
3n 0
0 1n

)
3

2t2

1

2t2

−
1

2t1
−

1

2t1



=

(
3nt2 t1

−3nt2 −3t1

)
3

2t2

1

2t2

−
1

2t1
−

1

2t1



=


3n+1 − 1

2

3n − 1

2
3− 3n+1

2

3− 3n

2

 .

Q2　どんな問題にマトリックスのn乗を使うのでしょうか ?
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実例　人口の移動　　　　　　　　　　　　　　　　　⋆ 本書 p.443　　

　ある年の

　　　都市の人口の 80% と農村の人口の 15% が翌年の都市の人口,

　　　都市の人口の 20% と農村の人口の 85% が翌年の農村の人口

になる数理モデル

問題7　ある年の都市の人口を x1, 農村の人口を x2 として, 翌年の都市の人口
　　　　と農村の人口を式で表してください.

19



解　
表1

地域
年 ある年 翌年

都市 x1 0.80x1 +0.15x2

農村 x2 0.20x1 +0.85x2

問題8　ある年の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
x2

)
と

　　　　翌年の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
′

x2
′

)
との

　　　　関係をマトリックスで表してください.

　⋆
(

x1
′

x2
′

)
=

(
♠ ♡
♣ ♢

)(
x1

x2

)
.
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解　
(

x1
′

x2
′

)
=

(
0.80 0.15
0.20 0.85

)(
x1
x2

)
.

式の見方　マトリックスは表として活用できます.

(
x1

′

x2
′

)
=

(
0.80 0.15
0.20 0.85

)(
x1
x2

)
翌年の人口 ある年の人口

都市
農村

都市
農村

都市→都市農村→都市

都市→農村農村→農村

問題9　ある年の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
x2

)
と

　　　　2年後の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
′′

x2
′′

)
との

　　　　関係をマトリックスで表してください.
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解　翌年の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
′

x2
′

)
と

　　2年後の都市の人口と農村の人口の組
(

x1
′′

x2
′′

)
との

　　関係は (
x1

′′

x2
′′

)
=

(
0.80 0.15
0.20 0.85

)(
x1

′

x2
′

)
　　だから(

x1
′′

x2
′′

)
=

(
0.80 0.15
0.20 0.85

)(
0.80 0.15
0.20 0.85

)(
x1
x2

)
◀ 問題8

=

(
0.80 0.15
0.20 0.85

)2(
x1
x2

)
.

問題10　同様に, n年後の都市の人口と農村の人口の組を表してください.
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解　
(

0.80 0.15
0.20 0.85

)n(
x1
x2

)

　 ⋆ 計算の詳細 本書 pp.443− 445, pp.450− 458
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